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L’usage de tout appareil électronique est strictement interdit

Exercice 1: Soit (u,,) la suite numérique définie sur N par :

un un
us =1 et, upyq =7+ —.

Calculer les termes u, et u,.

Démontrer que, Vn € N: 0<u, <1.

Montrer que la suite (u,,) est monotone, et en déduire qu’elle converge.
Calculer la limite de la suite (u,) .

B W N R

, . . sin(2x)
Exercice 2: Soit U'application f: R* >R, x+— f(x) =1——.

=

Calculer f(mr) et f(—m).

La fonction f est-elle injective ? Justifier.

2. Calculer lim,._, f(x).

3. En déduire que la fonction fest prolongeable par continuité en x, = 0.
Soit g le prolongement par continuité de f, écrire l'expression de g(x).

4. Montrer que I'équation : g(x) = 0,
admet au moins une solution réelle dans l'intervalle [0, T].

5. Etudier la dérivabilité de g en x, = 0.

Questions de Cours: A. Soient les fonctions réelles f et g définies par :

1 1

f(x):xz—Zx—B g(x)=x2—2x+2'

1. Déterminer les domaines de définition de f et g.
Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle f(x).
3. Calculer les intégrales indéfinies suivantes :

a. ff(x)dx b. fg(x)dx

B. En utilisant le changement de variable, t = tan (g) calculer:

dx

sinx’

Bareme:  Exercice 1: 6 pts Exercice 2 : 7 pts Questions de Cours: 7pts

@MW



Université de Tlemcen Faculté des Sciences Janvier 2016

Tronc Commun ST Corrigé de I’Epreuve Finale Math1

Exercice 1(6 pts): La suite (u,) est définie sur N par:
2

u, =1 et, un+1=u2—n 1%
1.
uy u 3 u, u? 3 9 33
u1=7+7=z, u2=7+7=§+a=6—4. (0.5ptx2)
2. Démontrons par récurrence que, Yn € N: 0 <u, < 1.
a Ona 0<uy<1 car uyg=1. (0.25 pt)
b. On suppose que, pour I'entier naturel n fixé, 0 < u, <1, (0.25 pt)
eton montre que, 0 < up,q < 1. (0.25 pt)
De 0<u,<1,0na:
o<l o o<™mll 02spix2)
2 72 4 — 4
par addition on obtient :
2
0<uz—"+11—"s%. (0.5 pt)
Ce qui implique que : 0 < U, < 1. (0.25 pt)

Conclusion: De a. et b. on conclutque: Vn €N, 0<u, <1.
3. Montrons que la suite (u,,) est monotone. Soitn € N, On a

u, u’ uz u
un+1_un=7n Tn_un:f_% (0.25 pt)
Uy (U
Upsy — Uy = 7”(7"— 1) (0.25 pt)

1 P
Comme uz—">0 et ”2—”—13—5 car 0 < u, <1, on en déduit que,

Ups1 — U, <0 (0.25 pt). La suite (u,) est donc strictement décroissante. (0.25 pt)
Remarque: La suite (u,,) est strictement positive, on peut alors comparer u,,,/u, al:
Upe1 1 u, 1 1
=—4+—<=4+—-, car 0<u, <1.
Uy, 2 4 2 4 n

. U > . , .
D’ot, 2% < 1 et la suite est strictement décroissante.

Un

La suite (u,) est strictement décroissante et minorée (par 0),

elle est donc convergente. (0.5 pt)

4. Soitl =limy,_, o u, dou l =1lim,_,,, U, etpar suite

l—l+l2 d l(l 1)—0 0.5ptx2
=5+7 onc |5 =0, (0.5p )
ceci donne l =0 ou l =2 et comme 0 <1 <1 alors I =0. (0.5pt)
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=

sin(2x)

Exercice2(7pts): f: R* >R, x— f(x)=1-

X

sin(2m) sin(—2m)

fm)=1-

(Remarquer que 'application f est paire.)

=1e f(—m)=1-

s -1

=1. (0.5pt x2)

L’application f n’est pas injective car: m # —m et f(m) = f(—m). (1 pt)

)=-1, (1pt)

sin(2x)
2x

sin(2x)

lim, o f(x) = Li_r)rs (1- ) = }Ci_r)r(l) (1-2

X

. sint
car lim——- = 1.
t-0 t

La limite de f (x) en x, = 0 existe et est finie donc, la fonction f est prolongeable
par continuité en ce point. (0.5 pt)
Son prolongement g est défini par :
gx)=f(x) six+0, et g(0) =—-1. (0.5pt)
Montrons que I'équation : g(x) = 0, a au moins une solution dans [0, w].
La fonction g est continue sur [0, ], (0.5 pt)
et, 9(0).g(m) = g(0).f(m) =-1<0. (0.5pt)
D’apreés le théoreme des valeurs intermédiaires :
dc €0, n[; g(c)=0. (0.5 pt)

Dérivabilité de g en x, = 0.

g —g . 2-WE e

R - e

Le calcul direct méne a la forme indéterminée 0/0,
On peut appliquer la régle de L’Hospital car les fonctions x +— 2x — sin(2x)

et x — x? sontdérivables en 0.

Ona:
- (2x —sin(2x))" 2 —2cos(2x)
Im =Gy dm—py — (0:25p0)
2 —2cos(2x) . o -
III%T donne elle aussi la forme indéterminée 0/0.
X

Réappliquons la régle de L’Hospital :

4 sin(2x)
= "7 = 0. (0.25 pt)
x—0 2
Ainsi
. gx)—g(0)
)lcl—l?(]) T =0 (0 25 pt)

La fonction g est donc dérivable en 0 et g’'(0) = 0. (0.25 pt)
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Questions de Cours (7 pts) : A. Les fonctions f et g sont définies par :

1
f(x)_xZ—Zx—S x2—=2x+2
1. Domaines de définition de f et g.
a. festdéfinie & x*—-2x—-3#0e (x#—letx+3). (0.5pt)
Df =R\{-1,3}. (0.5 pt)
b. gestdéfinie & x?>—2x+2 # 0.
Calculons le discriminant : A = —4.
Ainsi,  Vx€R: x*—-2x+2#0, et Dyj=R. (0.5ptx2)
2. Décomposition en éléments simples de f (x).
Ona:

gx) =

~ 1 ~ 1
= 3" a+ D=3

1 a
GiD0—3) xt1tTx=3 ©5p9

Calcul de a : En multipliant cette égalité par (x + 1) et en faisant tendre x vers —1,
ontrouve a = —%. (0.25 pt)

Calcul de b : En multipliant cette égalité par (x — 3) et en faisant tendre x vers 3,
ontrouve b = %. (0.25 pt) Ainsi:

vx € D: f(x)=—<xi3— ! )

1
4 x+1

1 1 1 1
3.ff(x)dx—zf<x_3— pourar) )dx—z(lnlx—BI—1n|x+1|)+Cte. (1pt)

1 1
_ = ——dx=| ——— 2
b fg(x)dx Jx2—2x+2dx j(x—1)2+1dx (0.25 pt)
Enposantt = x — 1, alors dt = dx, (0.25 pt) et on obtient l'intégrale :

1
f e dt = arctant + Cte. (0.5 pt)

D'ou, fg(x)dx = arctan(x — 1) + Cte. (0.5 pt)
B. Calculons l'intégrale :
dx
f sinx’
X AR
Posons t = tan (E) ,dou :
) 2t 2dt
51nx=1_|_t2 et dx=1+t2 (0.25pt x 2)
Et par suite,
dx 1+t%\ 2dt dt
fsinx:f< T >1+t2 =f7=1n|t| + Cte. (0.5 pt)

Dot LI |tan (f)| +Cte. (0.5 pt)
sin x 2



